MPSI2, Louis le Grand

Devoir en temps libre °5 : Filtrage linéaire

Pour le 3 janvier 2022

Probléme 1 : Construction de filtres
On étudie I’emploi de filtres pour transformer des signaux électriques.
Données : Résistance R; = 1,0kQ, capacité C; = 160nF.

I Circuit du premier ordre

On réalise le filtre de la figure ci-dessous.

1.1. Déterminer sans calcul la nature du filtre. R
1 i;,=0
1.2. Déterminer I’expression de sa fonction de transfert | p— >
T

H = Us/U, en régime sinusoidal établi et identifier sa

fréquence de coupure, notée f.. Calculer sa valeur. U

. Tracer son diagramme de Bode en amplitude (gain en —£
dB en fonction du logarithme du quotient f/ f;, avec f
la fréquence). On veillera a préciser les équations des
asymptotes.

b

Il Correction de la distorsion harmonique

Un signal sinusoidal de fréquence f peut étre déformé lors de la traversée de divers systemes €électroniques. En parti-
culier, on peut voir apparaitre des composantes harmoniques aux fréquences nf, avec n € N*. On obtient alors, dans
le cas d’une tension, une expression de la forme :

u(t) = Z Upcos@anft+ey) (1)
neN
20 A
On définit dans ce cas le «taux de distorsion harmo- a 16 1
nique de rang n», noté T'D Hj, par la suite par : =
U 5 121
TDH,, =100 x 7” ) £
1 é 8 1
I.1. On considére un signal créneau dont le spectre < 4]
de Fourier est représenté sur la figure ci-contre. | f/fo
Y lire les valeurs des taux de distorsion harmo- 0 — 11
01 2 3 45 6 7 8

nique de rangs 1,3 et 5.

FiG. 1 : Spectre de Fourier d’un signal créneau de fréquence fj.

Un exemple de déformation d’un signal est I’effet de «saturation» observé quand I’amplitude du signal approche
la valeur maximale Umax que peut fournir le dispositif électronique. On considere le cas extréme ou le signal
initialement sinusoidal de fréquence f; devient apreés déformation un créneau d’amplitude Upax et de méme
fréquence fj, noté uy (t) (son spectre de Fourier est donc celui de la figure E])

I.2.

(@) On filtre le signal uy(t) par le circuit de la section [I] Déterminer les taux de distorsion harmonique des

harmoniques de rangs 3 et 5 pour f; = 1kHz.

(b) Méme question pour I’harmonique de rang 3 pour un signal de fréquence f; =5- 102Hz puis pour un signal
de fréquence f; = 2kHz.

(c) Pour lequel de ces signaux la correction de la distorsion est-elle la plus efficace ?

11.3. Commenter qualitativement I’utilité d’un passe-bas du premier ordre pour corriger la distorsion harmonique d’un
signal complexe non nécessairement périodique comme celui d’un systéme audio par exemple.

=,

Sy
1.4. (a) Utiliser le code python de I’activité ﬁ-’ﬁ?‘fg pour tracer la réponse d’un filtre passe-bas du premier ordre
de fréquence de coupure f; = 200Hz quand on I’applique a un signal créneau d’amplitude Ug, = 1V de
fréquence fc, =2kHz.
(b) Justifier Iallure de la fonction. Déterminer son amplitude en fonction de U¢,, f; et fc, et vérifier I’accord
la courbe obtenue a la question précédente.
(c) Tracer laréponse du méme filtre passe-bas quand on I’applique & un triangle de méme amplitude et de méme
fréquence. On pourra utiliser la fonction signal.sawtooth (voir FEzEes).
i
Il Utilisation d’un filtre d’ordre 2
On considere dans toute la suite la correction de la distorsion harmonique d’un signal créneau comme celui du@

X

i;=0
II]g Y IES,

F1G. 2 : On ajoute les dipdles X et Y en sortie du filtre de la seclionﬁ]

On souhaite dans cette partie améliorer le filtre dufJen ra-
joutant en sortie un autre filtre utilisant deux dipdles X et
Y comme représenté sur la figure ci-contre.

LY

lll.1. On ne dispose plus que de boites a décades d’inductances et de résistances et on ne souhaite pas modifier les
composants du filtre du[l] Déterminer ot placer une bobine et une résistance (positions X et Y) pour réaliser un
passe-bas d’ordre 2. On notera respectivement Ry et Ly les valeurs de la résistance et de 1’inductance utilisées.

lll.2. (a) Déterminer I’expression de la fonction de transfert H = U}/ Uk et la mettre sous la forme suivante :
Hy

_— 3)
1+ (&)

H=

On précisera les expressions de Q et wg en fonction des paramétres du circuit.

(b) Proposer des valeurs pour Ly et Ry permettant d’avoir fy = wg/(27) = f; (avec f la fréquence définie a la
section[ﬂ) et Q = 1/v/2. On pourra simplifier les expressions de wq et Q en utilisant les grandeurs x = Ry /R;
ety=Lo/(RCy).
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lI.3. (@) Tracer I'allure du diagramme de Bode du gain pour Q = 1/v/2.

(b) En déduire le taux de distorsion pour I’harmonique de rang 3 du signal obtenu quand ce filtre est appliqué
au créneau défini a la questionpour fi = 1kHz, f; =5-10%Hz puis pour f; = 2kHz. Commenter.

1l.4. (@) On considére de nouveau le signal créneau d’amplitude Uc, = 1V de fréquence fc, = 2kHz qu’on nomme
e(t). Proposer des parametres fj et Q pour un filtre passe-bas du 2¢me ordre permettant quand on 1’applique
a e(t) d’obtenir un signal s(¢) dont le fondamental et I’harmonique de rang 5 (de fréquence 5f;) ont des
amplitudes égales.

e
DL

0]

]
=i
“Fk=isws pour tracer sur une méme figure les signaux e(f) et s(f).

2

(b) Utiliser le code python de I’activité

@
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Correction du probléme 1

I Circuit du premier ordre

L e e e
ok 4
I.1. Les équivalents a haute et basse fréquence du conden-
sateur assurent qu’il s’agit d’un filtre passe-bas. (-;é _20 _
1.2. Comme vuencours,ona H=1/(1+jf/fc),avec fe =
1/2nR;Cy) = 1,0kHz. I |
1.3. On obtient le diagramme de Bode ci-contre. —40 f -
T IR RTTT B ETTT B RETIT AR RTTIT B
102 107t 10 10! 107
w/w,
Il Correction de la distorsion harmonique
I1.1. On lit directement :

TDH; =1  TDHj=100x10105720/20 33 TpH; =100 x 100620/20 ~ 29

1.2,

(@) Le filtre multiplie I’amplitude d’une composante sinusoidale a w par le module de H(jw) =1/

alors un peu plus rapides). Notons TDH;. le taux de distorsion harmonique on sortie de filtre; on a :

U HEB U HG
TDH, = 100 x 23 = 100 x 2139 ppyy, TDH], = 100 x 25 = 100 x 71299 rpy,
Us1 H(wc) Us1 H(we)
-14,9 =55
(b) On a cette désormais :
H(we/2) , H(6w¢)
TDH. (f; = 500Hz) = 100 x "= 1py TDH,(f; = 2kHz) = 100 TDH
sUi 2 “Hweiz) 3 sUi 2 “Hewy 3

=21 =12,2

(c) Pour le troisiéme harmonique, le TDH est le plus faible quand f; = 2f;, 1égérement inférieur au cas ou
fi = fc. Néanmoins, pour f; = 2f¢, le fondamental est trés coupé : on a bien un signal de meilleure pu-
reté harmonique mais son amplitude a significativement diminué : d’autres sources de bruit risquent de le
perturber. On choisira préférentiellement le cas f; = fc.

11.3. Un signal complexe possédera un spectre qui s’étend sur une large gamme de fréquence. Tenter de corriger par un
filtre passe-bas reviendrait a couper des harmoniques initialement présentes dans le signal et donc a en modifier le
timbre. On ne peut donc pas utiliser cette technique. On devra se contenter de contrdler que I’amplitude du signal
apres amplification reste suffisamment faible pour qu’il ne sature pas.

V1+(f1fe?

On peut effectuer les calculs a partir de cette expression ou utiliser le diagramme de Bode (les calculs sont

1.

l.2.

1.4

Le code nécessaire est disponible dans I’activité capytale :

(a) On change simplement la fréquence du signal d’entrée et mettre une amplitude de 1V.

(b) On obtient un signal triangulaire : en effet la fréquence du créneau est dans le domaine coupé du filtre
passe-bas ou il se comporte comme un filtre intégrateur. Son mode fondamental et tous ses harmoniques, de
fréquences supérieures, seront donc intégrés. En effet pour f > fe,ona: H=1/(jw/w).

On a donc, quels que soient les instants # et £ :
7]
s(tp) —s(ty) =wcfe(t)dt.
l
Sur un quart de période [0; Tc; /4] out ue = Ucy, on calcule I’amplitude :

wUcrTer _ wUcr

Us(Tcr/2) = = =1,57-10°mV,
e = T T i "
en accord avec la simulation numérique.
Utilisation d’un filtre d’ordre 2
Ry L, is=0
A >
Les modeles asymptotiques de la bobine et du condensa- L J_ g
i S t qu’on doit pl les dipoles indiqué
eur assurent quon doit placer les dipdles comme indiqué U, C U, R, Ul
sur le schéma ci-contre. I —
b

(@) & On ne peut pas écrire la fonction de transfert comme le produit des deux fonctions de transfert des ponts
en sortie ouverte puisque le premier pont (R C2) n’est pas en sortie ouverte.
On exprime Z I'impédance de 1’association de C1//(Ly ——R2) :

g UL+ R)IjCw) _ jLaw+ Ry
= jLaw+Ry+1/(jCiw) 1+ jRyCiw—LyCrew?’
On a alors :
Us Us
H=——
2T, U,
Deux ponts diviseurs de tension donnent :
Us 4 Ué ) . . . .
== — = ————soit (apres simplifications) :
Ue Z+R Us Ro+jlow
R Ry/(Ry +R
H= 2 2/ (R + Rp)

Ry+Ro+j(Ly+RoClw)— R Lyw? ~ 1+ j(Lp+RyCiw)/(Ry +Ry) — RiLow?/(Ry +Ry)”
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Cette expression est de la forme demandée, avec :

R

_ 1+Ry/R;y 1 R +Ry _ Ri+R
B Ri+Ry

wzzi —_—= - Q= LG
0 LyCy Qwo L2+R1RCy Lo+ R R2Ci1\| 1+ %
1

(b) On vérifie que les expressions proposées sont sans dimension. On factorise en écrivant Ry + Rp = Ry (1 +
Ry/Ry) ety = L2/(R% C1) % (R%/Cl). On obtient, aprés simplifications :

Hp

1 1+x Q VAd+x)y
wo = — =Y
T RiC y x+y

On veut avoir fjy = f, soit wg = 1/(R1 Cy). Il faut donc choisir /(1 +x)/y=1,soit 1+x=y.
On doit donc résoudre le systéme :

1 1+
l+x=y —=7( x)y:—y
V2 x+y x+y
X
1+x= =
y y N
2-1 1 2
Rt S S y=— 1+ 20,
2-V2 V2 v2-1 2

On calcule alors :
Ry=xR1=707Q  Lp=RC1y=039H.

Pour ces valeurs on a aussi : Hy = x/(1+x) = sqrt2—1=0,41 et Gggo = 20log(Hp) = —7,66

ns. @)

La valeur du facteur de qualité choisi est celle pour laquelle la courbe colle le plus a ses asymptotes comme
on peut le voir sur la figure ci-contre (sur laquelle il faut rajouter Gqgg = —7,66 a toutes les ordonnées).

w<we: Ggg =Gypo

Ggp

w>w¢: Ggp = —40dB/decade =20 - Q-1/3 1
w=w¢: Ggg=Ggpg+20log(Q) =-10,7. ---Q= 1/\/5
—40 H Q=5 G
[ | 1 L1 11107 1 L1l
107! 10° 10!
w/wy

(b) Pour f; = f;. On lit les gains :
Gag(fc) =Ggpo—3 GaBfc) = Ggpo —40 *10g(3) = Ggpo — 19,1

On en déduit :
TDH} = 100 x 1098 3/e)=Cas (/) 20TpH, = 52

Pour f; = fc/2. On lit les gains :
Gag(fc/2) =Gggy GagBfe/2) = Gypy—40 *1og(3/2) = Gggg — 7,0

On en déduit :
TDH} = 100 x 10¢aBG/c/2=Cap(fe/2/20TpH; = 14,8

Pour f; =2f;. On lit les gains :
Gag(2fc) = Ggpo —401log(2) = Ggpg — 12,0 G4 (6f¢) = Ggpo — 40 *log(6) = Ggpo — 31

On en déduit :
TDH} = 100 x 106dBBfe)=Gap2f) 20Dy, = 37

Comme on pouvait s’y attendre 1’utilisation d’un filtre du deuxiéme ordre permet de réduire trés significati-
vement le taux de distorsion harmonique puisqu’il élimine plus efficacement dans la bande coupée.

lll.4. Le gain d’un passe-bas du 2°ordre a pour expression :
H
H= 0 :
V1= (w/wp)? + @/ (Qup)?

1l présente une résonance pour Q > 1/vV2enw= woVI[1- 1/(402)] ou il vaut Q/+/1 - 1/(4Q2). Sa phase vaut par

ailleurs —7/2 en w = wyg.

(a) Le spectre du signal créneau de la figure E]montre que I’harmonique de rang 5 a une amplitude égale a
20% = 1/5 de celle du fondamental.

La résonance d’un passe-bas du deuxieme ordre peut permettre de :

¢ ne pas modifier I’amplitude du fondamental s’il est dans la bande passante

o multiplier I’amplitude de I’harmonique de rang 5 par le gain Hs =5 pour la ramener a la méme ampli-
tude que celle du fondamental.

Pour Q suffisamment €levé, le gain a résonance est trés proche de Q et la fréquence de résonance est tres
proche de wg. En choisissant Q =5 et fy = 5 f¢; on aura bien Hs =5 pour le 5°harmonique dont la fréquence
sera celle de la résonance.

(b) 11 suffit de changer la fonction de transfert du filtre. On observe que le signal ressemble a la somme du
fondamental et d’une sinusoide de méme amplitude et de fréquence quintuple déphasée de —m/2 mais que
la contribution de I’harmonique de rang 3 est non négligeable comme on peut le constater sur le spectre de
Fourier de la sortie.
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